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考虑混凝土孔隙压实效应的球形空腔膨胀理论 
李志康 1, 2，黄风雷 1 

（1.北京理工大学 爆炸科学与技术国家重点实验室，北京 100081；2.西北核技术研究所，西安 710024） 
 

摘  要：根据混凝土材料动态响应的特点，将常规弹速范围内混凝土球形空腔的动态响应区域划分为弹性区、开裂区和孔隙

压实区，孔隙压实区的混凝土材料采用两段式线性状态方程和考虑拉伸破坏的 Mohr-Coulomb 屈服准则描述。运用相似变换

方法推导了球形空腔动态膨胀响应的理论表达式，采用 Runge-Kutta-Felhberg 数值方法给出了球形空腔动态响应的数值解。

结果表明，运用该理论建立的侵彻模型与试验结果具有良好的一致性。 
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A spherical cavity expansion theory of concrete considering  
voids compacted effects 
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Abstract: Based on the dynamic response characteristic of concrete, the dynamic response of spherical cavity expansion for 
conventional projectile velocity is divided into three regions, i.e. elastic, cracked and voids compacted regions. The constitutive 
description of voids compacted region idealized pressure-volumetric strain as bilinear compressible and idealized shear strength 
pressure as Mohr-Coulomb criterion with a tension cutoff. The dynamic response expression of spherical cavity expansion is derived 
by similarity methods; and the dynamic response numerical solution is given by Runge-Kutta-Felbberg numerical method. The results 
show that the predictions from the penetration model based on the theory are consistent with experiment data. 
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1  引  言 

侵彻问题的研究方法可以归纳为经验法、解析

法和数值模拟方法，其中解析法是侵彻问题研究的

重要环节。合理确定弹体侵彻过程中的阻力是解析

法的关键所在[1]，空腔膨胀理论为合理确定弹体侵

彻阻力提供了一种有效的途径。空腔膨胀理论的研

究始于 19 世纪 40 年代[2]，从 60 年代开始应用于解

决侵彻问题[3]，此后研究人员开始采用空腔膨胀理

论解决延性材料[4－5]、（准）脆性材料[6－9]、钢筋混

凝土[10]等的侵彻问题。 
混凝土材料的单轴抗拉强度约为单轴抗压强度

的 1/10 左右，是典型的准脆性材料，剪切强度具有

压力依赖性。另外，混凝土材料具有较高的孔隙率，

其水泥浆的孔隙率可达 30%[11]，在动态压缩作用下

具有多孔材料的动态压缩特性[12]。文献[7]采用线性

压力 -体积应变关系和考虑拉伸破坏的 Mohr- 
Coulomb 屈服准则描述混凝土材料，建立了混凝土

材料的动态球形空腔膨胀侵彻模型，该模型可以较

好地预测弹体侵彻混凝土半无限靶的深度，但其线

性压力-体积应变关系是准静态力学性能试验结果

的近似。弹体侵彻混凝土靶是一动载过程，因此，

混凝土材料的压力体积-应变关系应能反映其动载

特性。基于上述不足，本文将采用混凝土材料 HJC
状态方程[12]的弹性段和过渡段与考虑拉伸破坏的

Mohr-Coulomb 屈服准则描述混凝土材料，给出考
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虑混凝土材料孔隙压实效应的球形空腔膨胀理论。 

2  混凝土材料的本构关系 

混凝土材料的 HJC 状态方程将其在动态压缩

条件下的响应划分为弹性区、过渡区（由于过渡区

的混凝土材料中的孔隙将被压实，因此将其命名为

孔隙压实区）和完全密实区[12]，如图 1 所示。 
 

 
图 1  混凝土材料的 HJC 状态方程 

Fig.1  HJC Equation of state of concrete materials 
 
在常规弹速范围内，弹体侵彻半无限混凝土靶

的动态空腔膨胀压力在 1 GPa 的量级[7]，而混凝土

材料的初始密实压力也约在 1 GPa 左右[12]，因此可

以采用图 1 中的弹性段和过渡段（孔隙压实段）近

似描述常规弹速范围内混凝土材料的压力-体积应

变关系，具体表达式为 
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式中：P 为压力； 为体积应变；K 为体积模量；

crush c 3P f  为孔隙初始压实压力， cf 为单轴抗压强 
度 ；    c lock crush Plock crushK P P     ； c    

crush ； lo ckP 为孔隙初始密实压力； Plock 为 lockP 对

应的混凝土体积变形。 
采用最大拉应力破坏准则描述混凝土材料的拉

伸破坏，采用 Mohr-Coulomb 准则描述孔隙压实区

混凝土材料的屈服，即 
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式中： r 、  分别为径向应力和环向应力，取压

为正；  r 2 3P    为静水压力；为定义 Mohr- 
Coulomb 屈服准则的材料参数；  0 c3 3 f     
为混凝土材料的黏聚强度； f 为混凝土材料的单轴

抗拉强度。 

3  基本方程 

假设混凝土材料球形空腔的初始半径 0r  ，且

以瞬时速度V 向外膨胀。在球形空腔向外膨胀的过

程中，首先其周围混凝土材料的孔隙被压实，产生

孔隙压实区。与此同时，产生弹性球面压缩波，并

以弹性体积波速向外传播；在弹性球面压缩波向外

传播的同时，产生环向拉应力。鉴于混凝土材料的

抗拉强度低，如果环向拉应力超过混凝土材料的抗

拉强度，那么将在空腔周围的混凝土材料中形成开

裂区。综上所述，混凝土球形空腔在膨胀过程中将

产生弹性区、开裂区和孔隙压实区 3 个响应区域。

当空腔膨胀速度增大到一定程度时，开裂区将消  
失[7]，此时空腔膨胀的响应只包含弹性区和孔隙压

实区 2 个区域。 
图 2 为球形空腔膨胀的响应区域及其界面坐标

示意图。Euler 坐标系下，球形空腔动态膨胀的质 
量、动量守恒方程分别为 
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式中： 为密度；r 为极坐标；t 为时间；v 为质点

速度。 
 

 
图 2  球形空腔膨胀的响应区域 

Fig.2  Response region of spherical cavity expansion 
 
弹体侵彻过程主要是由稳态侵彻控制，而稳态

侵彻具有自相似性，因此，与稳态侵彻相关的球形

空腔动态膨胀也具有自相似性[8]。由于采用相似变

换方法，可以将式（3）化为常微分方程组，可以降

低求解偏微分方程组的难度，本文采用相似变换法

求解球形空腔膨胀的动态响应。 
另外，在球形空腔动态膨胀的过程中，必然要

涉及到波的传播，因此在各个响应区域的交界面上

需要满足 Hugoniot 间断条件。质量和动量守恒形式
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的 Hugoniot 间断条件为 
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式中： 、 分别为波前、波后介质的密度；v 、
v 分别为波前、波后介质的质点速度； c 为波阵面

速度； 、 分别为波前、波后介质中的正应力。 

4  球形空腔膨胀分析 

4.1  孔隙压实区 
运用式（2）中的第 2 式 Mohr-Coulomb 屈服准

则和压力体积应变关系式（1）第 2 式，消去式（3）
中的  、  ，并引入相似变换 

3 r Vt  ， 3 r cS f  ， 3U v V ， 0 cT f    （5） 

则式（3）可以变换为 
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式中：  6 3 2   ； YV c  ， 2
c 0Yc f  ；

c crush cP P K 。 
常微分方程组式（6）不存在解析解，为了便于

采用 Runge-Kutta-Felhberg 数值方法进行求解，将

其化为如下标准形式： 
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式中： c 由式（6）的第 3 式给出。 
根据式（2）中的第 2 式 Mohr-Coulomb 屈服准

则可知，孔隙压实区外侧边界上的无量纲径向应力

为 

 2 3 3 1S S                （8） 

另外，在空腔表面上常微分方程组（7）还满足

边界条件： 

 3 3 1 1U                 （9） 

4.2  开裂区 
根据弹性区和开裂区的解析解[8]，可得开裂区

内侧边界上的无量纲径向应力和质点速度： 
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式中： E 为弹性模量； 1 2C C  ； 2 crC C  ，

cr 0C E  ； 2 r cS f  ； 2 2U v C ；  1 1 1 1u u    ，

1 1u u C t ， u 为 位移 ；  1 1 1v v    ； 1    
 1 1   ；  1 r 1 1     。 

4.3  弹性区 
当 2 1C C 时，开裂区没有消失，根据弹性区响

应的解析解[8]，可得弹性区内侧边界上的质点速度、

径向应力和无量纲径向位移： 
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式中： 1C C  ，C 为体积膨胀波速； 为泊松比。 
当 2 1C C≥ 时，开裂区消失，根据弹性区响应的

解析解[8]，可得弹性区内侧边界上的无量纲径向应

力和质点速度： 
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式中：  2 1 1 1U U    1 r cS f  ； 1 2U v C ；

2C C  。 
4.4  孔隙压实区外侧界面条件 

从前文分析可以看出，孔隙压实区外侧界面上

的径向应力是连续的，从而根据 Hugoniot 间断条件
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                                            岩    土    力    学                                   2010 年 

式（4）可知，其质点速度也是连续的，因此，在孔

隙压实区外侧界面上， 

2 2 1S S   ； 2 2U U         （13） 

5  数值结果与讨论 

文献[13]提供了一组钢制卵形弹体侵彻混凝土

靶的实验数据，但只给出了混凝土材料的型号和单

轴抗压强度。根据同种型号混凝土的性质[7, 14－15]并

参考混凝土 HJC 状态方程参数的确定方法[12]，确定

了表 1 的材料参数。 
 

表 1  混凝土材料参数 
Table 1  Parameters of concrete material 

0  
/(kg/m3) 

cf   
/MPa 

f  
/MPa crush  lockP  

/MPa Plock      

2 260 51 5 0.001 3 800 0.11 0.22 0.67 

 
根据本文推导的球形空腔理论公式，运用

Runge-Kutta-Felhberg 数值方法进行了空腔膨胀过

程中径向应力和质点速度分布的数值计算，计算结

果如图 3、4 所示。 
 

 
图 3  界面速度与空腔膨胀速度之间的关系 

Fig.3  Interface velocity vs. cavity expansion velocity 
 

 
图 4  空腔表面径向应力与其膨胀速度之间的关系 

Fig.4  Radial stresses at the cavity surface vs. cavity 
expansion velocity 

为了对比分析，对文献[7]提出的球形空腔模型

也进行了数值计算，图 5 为两种模型空腔膨胀速度

与空腔表面径向应力关系的计算结果，图中弹性-
开裂-孔隙压实空腔膨胀模型采用两段式压力-体积

应变关系，弹性-开裂-塑性采用线性压力-体积应变

关系。 
 

 
图 5  弹性-开裂-孔隙压实模型与弹性-开裂-塑性 

模型的计算结果 
Fig.5  Calculation results of elastic-cracked-compacted 

model and elastic-cracked-plastic model 
 

由图 3 可知，响应区域界面速度随着空腔膨胀

速度的增大而增大。在开裂区没有消失的情况下，

开裂区内侧界面速度 2C 的增加速率大于其外侧界

面速 度 1C 的增加速 率 ， 空腔膨 胀速度 /V  
1 2

c 0( / )f   3 时开裂区消失；开裂区消失后，随着

空腔膨胀速度V 的增大， 2C 逐渐趋于一定值。 
由图 4 可知：空腔表面的径向应力随其膨胀速

度的增大而增大，膨胀速度  1 2
c 0 3V f   时，弹

性-开裂-孔隙压实响应空腔表面的径向应力小于弹

性-孔隙压实响应空腔表面的径向应力，在空腔膨胀

速度  1 2
c 0 3V f   时，二者相等。由图 5 可知，

空腔膨胀速度  1 2
c 0 1.4V f   时，弹性-开裂-孔隙

压实模型的空腔表面径向应力大于弹性-开裂-塑性

模型的空腔表面径向压力，但差别不大；当

 1 2
c 0V f   1.4 时，弹性-开裂-孔隙压实模型的 

空腔表面径向应力小于弹性-开裂-塑性模型的空腔

表面径向压力，并且随着空腔膨胀速度的增大，二

者之间的差别越来越大，这也是弹性-开裂-塑性球

形空腔膨胀侵彻模型不能很好预测较高着靶速度下

侵彻深度的原因所在。为了建立弹体侵彻方程需对

空腔膨胀压力与膨胀速度之间的关系按照式（14）
进行拟合。拟合结果见表 2。 

   

2

r
1 2 1 2

c c 0 c 0

V VA B C
f f f


 

   
     

        
   （14） 

0 1 2 3 4 5 6 7
0 

10 

20 

30 

40 

50 

60 
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1/ 2
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c 0/( / )V f   

  
r /
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表 2  空腔膨胀压力与空腔膨胀速度的曲线拟合系数 
Table 2  Curve-fitting parameters of cavity expansion 

pressure vs cavity expansion velocity 

响应类型 A B C 

弹性-孔隙压实 9.20 3.07 0.81 
弹性-开裂-孔隙压实 7.95 3.48 0.78 

 
取钢制卵形弹头弹体参数：质量m  1.6 kg，弹

体直径 2 30.5a  mm，头部形状系数 3.0  ，混凝

土的单轴抗压强度 c 51f    MPa。将拟合参数 A 、

B 、C 代入文献[7]的刚性弹体侵彻深度预测方程，

计算着靶速度在 450～1 200 m/s 之间混凝土靶的侵

彻深度，并与文献[7，13]试验结果的计算结果对比，

结果如图 6 所示。 
 

 
图 6  侵彻深度与模型结果对比 

Fig.6  Depth of penetration data and model predictions 
 
由图 6 可知，弹性-开裂-孔隙压实侵彻深度预

测模型的预测结果和试验结果的一致性很好，特别

是着靶速度较高时（大于 800 m/s）的试验数据比较

吻合，而弹性-开裂-塑性和弹性-孔隙压实模型的预

测精度次之，弹塑性模型最差。 

6  结  语 

采用两段线性状态方程和考虑拉伸破坏的

Mohr-Coulomb 屈服准则描述混凝土材料，建立了

常规弹速条件下混凝土材料的动态球形空腔膨胀理

论。研究结果表明，运用弹性-开裂-孔隙压实球形

空腔膨胀理论建立的刚性侵彻深度预测方程，其计

算结果与试验结果具有良好的一致性，能较好地预

测较高着靶速度下的侵彻深度，从而改进和提高了

刚性弹体侵彻混凝土靶侵彻深度的预测精度。 
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